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abstrakt: Der akustische Doppler-Effekt ist gut arsticht und in der
Literatur weitestgehend erlautert. Ob man allerdingnit den in der
Literatur veroffentlichten Formeln auch die allganste Form dieses
Effektes hat, ist zu bezweifeln.

Hier wird gezeigt, dass die allgemeine Formel awlth Bewegung des
Mediums, in welchem sich der Schall ausbreitet,beachten ist. Die
entsprechende Formel wird hergeleitet und ein Belsfurchgerechnet.

Es wird offensichtlich, dass die Frequenzanderungwinkel von 90° zur
relativen Bewegungsrichtung zwischen Sender und fé&mger nicht
grundsétzlich zu null werden muss.
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Einleitung

Wenn ein jeder den DE von einem vorbeifahren&etizeiauto, Krankenwagen oder
Schnellzug kennt, so hatte sich Doppler eigengichein ganz anderes Problem gestirzt. Er
wollte Farbunterschiede der Sterne erklaren.

Dabei sah er keinen Unterschied zwischen der Atutsbige des Lichts und der des Schalls.
Beide physikalischen Prozesse sind nach damaligéiagsung Schwingungsausbreitung in
einem Medium. Fur den Schall war es die Luft, wabres fir das Licht der Ather war (siehe
[Dop]).

Dass dem nicht so ist, zeigte sich erst in derespatEntwicklung der Physik. Da hatte man
den DE direkt auf den Schall bezogen und matheafahestens hergeleitet.

Wozu also das erneute Aufgreifen dieses Thentib? es da noch etwas, was es zu
erklaren gilt?
Das wird sich im Laufe dieses Artikels zeigen uiadErstaunen sorgen.

Der allgemeine Fall?

Die Beteiligten am akustischen DE sind:

- Die Quelle oder der Sender, der sich mit der Gesutigkeit v oder & gegen das
Schalliibertragungsmedium bewegt und einen TolrgEuenz f emittiert

- Der Beobachter oder Empfanger, dessen Geschwintgggen das Mediumgvoder
Ve ist und den emittierten Ton in der ihn erreichenBeequenzd wahrnimmt

- Das den Schall Gbertragende Medium, dessen Bestinift Abhéangigkeit von ihren
physikalischen Gegebenheiten den Schall sich mérébeschwindigkeita¢nay ¢ oder
vy ausbreiten lasst

Dass sich die Bewegungen von Sender und Beobaohtgledium auf die Veranderung der

Sendefrequenz auswirken, ist seit der VeroffentinchDopplers ([Dop]) hinlanglich bekannt.
Dabei wird heutzutage die Formel:

fy = foSchaltVB g [Bau]) Gl.1

VschallZVQ
als der ,Allgemeine Fall“ (ebd.) des DE geschult.

Es ist aber offensichtlich, dass diese Formel (lausschliel3lich den Fall einer parallelen
Bewegung von Sender und Empfanger vorsieht, bei alr Abstand der parallelen
Bewegungsachsen null sein muss. Sie stellt nurFddindes aufeinander Zukommens oder
des voneinander Wegfliegens dar.

Dass dieser Fall nicht allgemein ist, wird jedann klar, wenn er sich neben den
vorbeifahrenden Zug stellt und bemerkt, dass dst mor zwei Frequenzen fibt, die in der
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Formel durch das Plus-/Minuszeichen reprasentieerden. Gerade im Moment des
Vorbeifahrens des Zuges ist der stetige Ubergang emer in die andere Frequenz
wahrzunehmen.

ruhendes Medium

-

Bild 1: allgemeiner Fall von Bewegungen im Medium

Deshalb wurde fur den tatsachlich allgemeinalh (Siehe Bild 1) des DE eine vektorielle
Formel entwickelt:

_VE TSEo
——=+= (siehe [Kra] S. 23) Gl. 2
_Vs'Isgo

wE=w6=w01

Hierin stellt 75z, den Einheitsvektor der Verbindungslinie zwischemdSender und dem
Empfanger zum Zeitpunkt der Betrachtung dar. Au@r kwird das Medium als ruhend
angenommen.

Wenn die Ausfihrungen in [Kra] wie eine Fornaahenlung anmuten, findet sich in [Wan]
eine ausgiebige Herleitung einer allgemeinen Farmel

f' = f——— ([Wan] S. 4) Gl.3

W e
Leider gilt hier wieder die Einschrankung der Plataéwegung von Sender und Empfanger.
Dabei bezeichnet v die Relativgeschwindigkeit ziwst Sender und Empfanger und t die
Zeit im Ablauf der Bewegung, wobei t = O fur derliggt, wenn Sender und Empfanger auf
gleicher Hohe ihrer Parallelbewegung sind.
Dass in den Gleichungen GI. 2 und GI. 3 einmal denFrequenzo und das andere Mal von

der Frequenz f die Rede ist, ist fur den EffekteoBedeutung.

Aber mit diesen Formeln solle es mdglich salen Einfluss jeden Bewegungsfalls
zwischen Sender und Empfanger auf eine Frequerchielging zu berechnen. Eine weitere
Betrachtung des DE scheint tGberflUssig.
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die Offene Frage

Der allgemeinen Formel fiir den DE (Gl. 2) sohid folgenden Losungen zu entnehmen,
wenn vom Spezialfall der Parallelitat der Vektovgerund s ausgegangen wird:

- Sind die Betrage der Bewegungsvektoren und w in Gl. 2 gleich, ist die
Relativgeschwindigkeit von Sender und Empfangerader null, dann ist die
Frequenzverschiebung:/uy gerade eins. Das resultiert aus der GleichheitAédrier
und Nenner des in der Gleichung gezeigten Bruchs.

- Bewegen sich Sender und Empfanger auf derselbesd&er sind die Skalarprodukte
in der Gleichung Gl. 2 geraden den jeweiligen Bg#ré der entsprechenden
Geschwindigkeiten, da der Vektayeg ein Einheitsvektor ist. Damit ergibt sich der in
Gleichung Gl. 1 dargestellte Zusammenhang ohneovieke Einfluss.

- Stehen die beiden Geschwindigkeitens wnd s gerade senkrecht zur
Verbindungslinie zwischen Sender und Empfanger,demrdie in der Gleichung
vorhandenen Skalarprodukig " 75z, und vg * 75zo zu null. Damit wird der DE zu
null. Die Geschwindigkeit des Beobachters oder Emgérs des Schalls ist nicht
mehr von Belang.

Interessant ist die sich aus den Gleichungen GIn@ Gl. 3 ergebende Aussage, dass ein
Beobachter, der mit gleicher Geschwindigkeit undraj@ zum Sender durch das
schalltransportierende Medium fliegt (vgl. erstenskich), keine Frequenzverschiebung
erleidet.

Wird die Relativgeschwindigkeit von Sender zum Eamgfer hingegen ungleich null, wirde
der Empfanger eine Frequenzverschiebung regigtrieréssen. Dahinter verbirgt sich der
Gedanke, dass die Anderung der Geschwindigkeitéitaibse auch zu einer Anderung des
DE fuhren muss.

Zwar wird es unumganglich sein, dass es einen ®tf gn welchem der DE zu null wird,
weil es Uber die am Sender vorbeifiihrenden Orteamaonch einen Wechsel vom positiver
zum negativen DE kommt. Warum sollte dieser Ort\deschiebungswechsels grundsatzlich
auf der Orthogonalen zur Senderbewegung liegen¥esamndere ergibt sich die Frage, wie
sich der Sachverhalt darstellt, wenn es sich beiBEvegungen von Sender und Empfanger
nicht um eine Parallelbewegung handelt?

Hierflr gibt es vorerst keinen Hinweis und keinggBmdung.

Grundsétzlich ist im Folgenden zu zeigen, dasth die Gleichungen GI. 2 und GI. 3 nicht
die allgemeinste Form des DE darstellen. Letztledtit der Einfluss des Mediums in dieser
Gleichung vdllig. Sollen diese Gleichungen richsigin, tun sie das nur in einem ruhenden
Medium.

Es wird gezeigt, dass eine Transformation der \drseerhadltnisse in  ein
Koordinatensystem, in dem das Medium ruht, zu Fahie der Bewertung des DE fihren
kann.
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Festlegen des Koordinatensystems

Im Bild 1 ist ein Koordinatensystem angedeutetyelchem die Verhaltnisse, die zu einem
DE fuhren, beschrieben werden kénnen. Wenn zur lBedming von Sender- und
Empfangergeschwindigkeit Vektoren herangezogen everddann beziehen sich diese
Vektoren immer auf ein Koordinatensystem.

Die Aufgabe dieses Abschnitts ist es, herauszufinde ein DE unabhangig von der Wahl
des Koordinatensystems ist. Nur wenn diese Unabgliéeitynachgewiesen ist, wird der dann
abgeleiteten Formel fur den DE eine Allgemeinglikityzugeschrieben werden kénnen.

Betrachtet man die Verhéltnisse, wie sie imdBil dargestellt sind, scheint diese
Unabh&ngigkeit gegeben. Der DE ist lediglich von &elationen der betrachteten Vektoren
abhangig. Wenn hier eine Bewegung des Schallllgargsmediums keinen Einfluss findet,
dann unterstellt das den Schluss, dass diese Begegicht vorhanden ist oder sich ihr
Einfluss auf den DE zwischen Sender und Empfangeadg aufhebt. Der Gedanke der
gegenseitigen Kompensation des Einflusses einerudatbewegung wird im ersten Anstrich
des Punktes 1 dieser Anlage suggeriert.

Die folgenden Betrachtungen fihren zu einem andgérgabnis.

Was bedeutet die Aussage, dass ein Medium ruht?

Diese Frage setzt voraus, dass die Ruhe algti®telzu einem Koordinatensystem zu
verstehen ist. Sie setzt weiterhin voraus, dassvégen des thermischen oder eines anderen
Einflusses schwingenden Teilchen des Mediums alsilcheBn am Ort ihres
Schwingungsmittelpunktes aufzufassen sind.

Dann sei das ruhende Medium dadurch bestimmt, dassAbstand der Teilchen des
Mediums als konstant angenommen werden kann. Beneiim Koordinatensystem K
ruhenden Medium haben die Teilchen des Mediums dileeZeit dieselbe Position in diesem
Koordinatensystem.

Zur Beschreibung der Effekte auf die Schallausbngtin einem Medium ist also formal von
zwei unterschiedlichen Koordinatensystemen ausargehkinerseits befinden sich Sender
und Empfanger in einem Koordinatensystem, in wefcthderen Bewegung durch die
Vektoren v; und v; dargestellt werden und andererseits ist das Kpateihsystem zu
betrachten, in welchem das Medium ruht. Wollte rdan DE berechnen, waren die beiden
Koordinatensysteme ineinander zu uberfihren.

Fur den oben beschriebenen Spezialfall im ruheieium, ist das Uberfiihren nicht nétig.
Eine Bewegung des Mediums wird gar nicht erst gieét.

Fur jeden anderen Fall muss aber eine Uberfuhrunghdefiihrt werden. Dabei bedeutet die
Uberfiihrung eines Koordinatensystems in das andiass ersteres durch Drehung und
Verschiebung mit dem zweiten zur Deckung gebracht.winwieweit Drehungen und
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Verschiebungen moglich sind und welche Bedingungeran zu kntpfen sind, wird hier
gezeigt:

- Das Koordinatensystem, in welchem die Vektoren ftlie Sender- und die
Empfangerbewegung beschrieben werden ist bedintpsndsehbar und verschiebbar.
Die Beschreibung der Bewegungen durch Vektoren hbedczwar bei einer
Veranderung des Koordinatensystems Veranderungelal@orendarstellungen mit
sich. Die Vektoren selbst aber wirden in ihrem &gtund ihrer Beziehung
zueinander durch solche Veranderungen unbeeinfhlsisten.

- Ordnete man jedem Teilchen des Mediums einen Bewgmyektor zu, wirde die
eben getroffene Aussage auch fir das Koordinatersyzutreffen, in dem das
Medium beschrieben wird.

Jedes Koordinatensystem fur sich ist also frei lomehund verschiebbar. Wirde man durch
geeignete Drehung und Verschiebung die beiden Kuoatehsysteme gerade so wéhlen, dass
ihre Achsen zusammenfallen (siehe Bild 2), dannewadie Vektoren der beiden
Koordinatensysteme additiv zu Uberlagern. Dabeiudbeachten, dass die Windbewegung v
bei der Uberlagerung negativ eingehen muss, weilUherlagerung die Relativbewegung

zum Wind und nicht dessen Absolutbewegung heraaheuniist.

A

/ Vi,
=
5

Bild 2: Uberlagerung der Mediumsbewegung mit denw&gungen von Sender und
Empfanger
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Es sollte nun ersichtlich sein, dass die Windimung w mit ihrer Wirkung auf den
Sender zu §esund den Empfanger zuy¥s zu einem vollkommen anderen DE fuihren muss,
als er mit der Formel Gl. 2 zu berechnen geweser.wW2ieser Schluss ergibt sich aus der
Uberlegung, dass die relativen Richtungen diessultierenden Vektoren sich gegenuber
ihrer Ausgangslage verandern und der Einheitsvaktgrunverandert bleibt. Damit werden
die Skalarprodukte in der Formel (Gl. 2) anderer Bxhalt eines identischen Ergebnisses flur
den DE ist nicht mehr zu erwarten.

Ansatz zur Ermittlung des allgemeinen DE

Da der DE zwingend unabh&ngig von der Wahl Klesrdinatensystems ausfallen muss,
wird ein beliebiges Koordinatensystem gewahlt. issdm Koordinatensystem sei ein Sender
S, der einen Ton konstanter Frequenaussendet. Die Bewegung, die der Sender im System
ausfuhrt, ist durch die Gleichung Gl. 4 beschrieben

Xs\ _ (Xso cos(¢g)
(YS) B (YSo) +vsts (sin((ps) Gl. 4
In Analogie dazu bewegt sich ein Empfanger E, desBeequenzwe des von ihm

empfangenen Tons durch den DE beeinflusst ist.eSBawegung ist durch Gleichung GIl. 5
beschrieben:

XE\ _ (XE0 COS((PE)

(YE) N (YEO) + Vet (sin((pE) Gl.5

Nun ist noch der Wind zu beschreiben. Da der Wimdhtrwirklich einen Beginn und ein
Ende hat, reicht es, zu seiner Beschreibung dielilag Gl. 6 heranzuziehen:

Xwy cos(oy,)
(YW) = Vwis (sin((pw)> Gl. 6
Auffallig in diesen Bewegungsbeschreibungen isgsdiiir die verschiedenen Bewegungen

unterschiedliche Zeitenstund & herangezogen werden. Der Grund dafur liegt in der
folgenden Betrachtung:

Es ist die Zeitspanng zu berechnen, fur die der emittierte Schall deh édreicht, an
welchem sich der Empfanger nach einer Zeitspanhefindet.
Das bedeutet, dass die Erregung der Teilchen ddsuMs Uber die Schallausbreitung mit der
Mediumsbewegung zu uberlagern ist. Diese Uberlagefiinrt dazu, dass man nach der
Zeitspanned zu dem Punkt gelangt, an dem die Mediumsteilchem gerade in der Phase
befinden, die der Erzeugerschwingung zu diesenmpueltt & entspricht. Befindet sich der
Empfanger an diesem Punkt, ist die Phase der vonallifgenommenen Schwingung gerade
der in diesem Punkte existierenden Senderschwinglisy muss nun also noch die
Schwingung des Senders mit der Schwingung des Emefé gleich gesetzt werden. Damit
ist erreicht, dass die Dauet tlie der Empfanger bis zum Zusammentreffen mit demagten
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Teilchen bendtigt, mit der Daues, die der Schall bis zu diesem Treffpunkt bendiigtein
Verhaltnis gesetzt wird. Es ergibt sich damit diei€hsetzung der Schwingungsgleichungen
des Senders und des Empfangers:

y = Asin(wgtg) = Asin(wgtg) Gl.7

worin A die Amplitude der ungedampften Schwingusiy i

Es lasst sich ableiten:

wg _ ts

Gl. 8
ws tg

Der Ansatz, der zum DE fihrt, ist, dass die Andgrwter Empfangerfrequenz zur

Senderfrequenz sich aus der Anderung dieses Zeitieisses ergibt.
A_(A) dtg

== Gl. 9

ws dtg

Dieser Ansatz folgt dem Gedanken, dass dieskegjuenz einer Schwingung sich aus der
zeitlichen Anderung der Phase ergibt und die Phdiseder Empfanger im Verhaltnis zur
Phase der Senderschwingung wahrnimmt, gerade vom Weranderung des
Laufzeitenverhaltnisses abhangt.

Zu beachten ist an dieser Stelle, dass gnintd t keine Laufgrof3en gemeint sind. Es handelt
sich dabei vielmehr um Zeitintervalle, die sich alen Bewegungsablaufen von Sender und
Empfanger von einem Startpunkt bis zum Zusammdatrefles Empfangers mit der
Schallwelle  handelt. Sollten  beispielsweise dieseeititervalle  Uber den
Betrachtungszeitraum konstant bleiben, wie es bwererelativen Ruhe von Sender und
Empfanger der Fall ware, dann ist offensichtlice Ableitung des Zeitspannenverhaltnisses
dtg/dte gleich null und damit ein DE nicht vorhanden.

Betrachtet man die Gleichung Gl. 9, ist diese nwelter zu vereinfachen. Wegéw = we —
ws folgt:

Ao _©BZ0s _ 9B _ 4 Gl. 10
wsg s 0s

und es folgt damit aus GI. 9:

“E_54q Gl. 11
wsg tg

Ist also das Verhéltnis der Zeitspannefietbekannt, lasst sich daraus der Einfluss der
Geschwindigkeiten als DE berechnen.

Berechnung

Das zu wahlende Koordinatensystem ist frei Wé@hlEs muss nur ein Koordinatensystem
festgelegt werden, um mittels der Vektorrechnunginem Ergebnis flir den DE zukommen.
Vorteilhaft ist es, den Sender als fest im Ursprdiegses Koordinatensystems anzunehmen.
Die x-y-Ebene sei mit der Erdoberflache identisth.ihr bewegen sich der Wind und auch
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der Beobachter oder Empfanger des Schalls par#iigbesondere sei die Richtung der x-
Achse so gelegt, dass sie in die Richtung der Bang des Empfangers zeigt.

Damit ist der zu betrachtende Fall 2-diemnsionaheEBetrachtung in z-Richtung ist
unerheblich. Die z-Komponente sei also in allen tgedn identisch. Das bedeutet, dass sie
vernachlassigt werden kann. Wenn damit ein Spedi&bnstruiert wird, dann ist dieser aber
fur die Belange auf der Erdoberflache gut anzuwenBe umfasst aber den Einfluss Windes,
sodass er weiter geht, als die in Gleichung Gl.n2 Gl. 3 gezeigten Falle. Sollte die
Erweiterung auf den Raum zur Darstellung der allgjesten Formel gewiinscht sein, ist hier
die Herangehensweise aufgezeigt.

Alle Vektoren sind also auf dieses so defieidfbordinatensystem angepasst. Es ergeben
sich die folgenden Gleichungen fur das gewahlterdioatensystem aus den Gleichungen Gl.
4;5und 6:

(2)=0) 612

GE) = 60) +vete (e ) o113
() = Gt o 1

Aus dem Vorgang der Schallausbreitung und derdgéschwindigkeit ergibt sich eine
Ausgangsgleichung unter Anwendung des Bildes Xolig:
am Punkt P(x; y) folgt die Erregung der Mediumsta#in durch Ausbreitung des Schalls in
einem Ausbreitungswinkgl minus dem Windeinfluss:

XN _ cos(cp)) Xw

(y) =cts (sm((p) (Yw) Gl. 15

Des Weiteren ist die Bewegung des Empfangers desllSam Punkt P(X; y) zu betrachten:
X _ XE

(y) = (YE) Gl. 16

Zur Bewertung eines DE ist das Zusammentrefferbdi&ten Ereignisse durch Gleichsetzung
anzunehmen:

0 =<5 (i) ~ o)
=C-tg Gl. 17
(YE sin() yw
Tragt man nun die oben angegebenen Vektoren dgt,das Gleichungssystem:
XEO) cos(og) (cos((p)) cos(Qy,)
+ vgte| . =c-tg| . —vwts| .. Gl. 18a
(YEo E*E (sm((pE) S\ sin(p) WS\ sin(o,,)
bzw.:
Xgo + vEtEcos((pE) = - tgcos(¢) — vytscos(oy,) Gl. 18b
Yeo * Vetesin(eg) = ¢ tgsin(@) — vwtssin(o,,) Gl. 18c
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Das Gleichungssystem enthalt drei Unbekannds. $nd einerseits die Zeitenund &, die

es in Relation zu setzen gilt und andererseitsVdiemkel ¢. Der Winkel ¢ ist deshalb eine
Unbekannte, weil nicht offensichtlich ist, auf weden Wege sich der Schall ausbreiten muss,
um zur Position des Empfangers zu gelangen, sagtagsr rechten Zeit am Punkt P(x; y)
ankommt.
Beide Gleichungen (GI. 18b und 18c) werden nacufgeldst:

Xgo+VEtgcos(9g)  YEo+VEtesin(eg)
c-cos()—vwcos(py) - c-sin(@)—vwsin(ey,) Gl. 19
Aus den rechten beiden Termen der Gleichung Glolt®:

(XEO + VEtEcos((pE)) (c - sin(@) — vw sin((pw)) =

(c-cos(¢) — chos((pW)) (yEO + vEtEsin((pE)) Gl. 20
Durch Ausmultiplizieren wird daraus:

XgoC * sin(@) + vgtgc- cos((pE)sin((p) — XgoVw sin((pw) - vaEtEcos((pE) sin((pw) =

VEoC * cos(¢) + vgtgc- sin((pE)cos((p) — VeoVwcos(@w) — VWVEtEsin((pE)cos((pW)

tsz

Gl. 21a
woraus nach Umstellen nach der Winkelfunktion gdiolgt:
C (XEO + vEtEcos((pE)) sin() — ¢ (yEO + vEtEcsin((pE)) cos(p) =
Vw (XEO + VEtEcos((pE)) sin((pw) - Vw (YEo + vEtEsin((pE)) cos(@w) Gl. 21b
bzw. bei Division durch den Koeffizienten von dgij(
. (YE0+VEtESin((PE)) vw [ . (YE0+VEtE5in((PE))
sin — cosS = —| sin — cos
(@) (XE0+VEtECOS((pE)) (@) c ("pW) (xEO+vEtEcos((pE)) (ow)
Gl. 21c
Der besseren Ubersicht halber wird an dieser Stedlgelegt:
h, = (YE0+VEtESin((PE)) und
(XEO+VEtECOS((pE))
h, = va (sin((pw) — hlcos(cpw))
Daraus folgt dann die Umschreibung der Gleichun@®lc zu:
sin(¢) — h;cos() = h, Gl. 21d
und wegersin?(p) = 1 — cos?(¢)
folgt dann:
1 — cos?(@) = (h2+h1cos((p))2 Gl. 22a
Woraus sich durch Ausmultiplizieren und Umstellegilet:
1 — cos?(¢) = h3 + 2h;h,cos() + hZcos? (@) Gl. 22b
bzw.:
0 = (h% + 1)cos?(¢) + 2h;hycos(@) + h3 — 1 Gl. 22c
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Damit ist Uber die Losungsformel der quadratisaB&ichung der Cosinus des Winkelsls
Funktion der Zeitspanne tlarzustellen.

h; = cos(@),, = —%i \/(:%1221)2 ~ E: Gl. 22d

Diese Formel ist noch zu vereinfachen:

hs = cos(@)1, = —}‘I‘%i‘j + h;l\/(hlhz)z “(Z+ D(ME-1) Gl. 22e

hy = cos((p)1; = — 2 + = /(hsh;)2 — (hsh,)? + hi —h3 + 1 Gl. 22f
1 1

hs = cos(@)r, = — 2+ 1 /hZ —hZ + 1 Gl. 229

2 —_— 12
h2+1 = h2+1

hy = cos(@)y,, = L(—hlhz + 2 —hZ+ 1) Gl. 22h

2
h2+1

Setzte man diesen Wert fir den ¢ds6 die Gleichung GI. 19 ein, ergdbe sich ein sehr
umfangreicher Term, in welchem dasrt Briichen, Wurzeln und diversen Potenzen versteck
ware. Hier erscheint es vorteilhaft, die Formelitdigumzusetzen und mithilfe einer Excel-
Tabelle zu berechnen.

Darstellung in einer Excel-Tabelle

Zur Berechnung ist die Formel:
Xgo+VEtgcos(og)

c-cos(@)—vwcos(oyy)

heranzuziehen.

Interessanter Weise sind scheinbar nicht alle Werfterderlich, die zur Beschreibung der
beteiligten Vektoren (siehe Bild 2) zu beachterdsiDoch dieser Schein trigt, weil diese
Werte in den HilfsgroRen Btecken und in die Berechnung des ¢ps{ngehen.

Es ist eine Tabelle aufzubauen, die diese Formeierapfindet, sodass daraus die Ableitung
nach Gleichung GI. 11 gebildet werden kann.

Zu diesem Zecke wird eine Excel-Tabelle folgendesgehens aufgebaut:

Gl. 19

tS:

A B |[C D E |F |G
5 Vektoren Anfangspunkt| Richtungvert
6 Xo Yo ) v
7 [m]  [[m] ] [m/s]
8 Sender 0 0 0 0
9 Empfanger -80 30 30 50
10 | Wind 0 0 20 50
11
12 | Schallgeschwindigkei 340([m/s]
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13
14 | At 0,01 [s] 1,09 1,17 0,00 1,00
15 | orthogonale Pos. 1,09([m] 1,09 0,85/ 3,19] 1,00

Tabelle 1:Eingabewerte fur die Berechnung des akustischen DE

In diesen Tabellenbereich kdnnen die Werteegieen werden, die den DE beeinflussen
sollen. Dabei sind die hellgrau unterlegten Feldérnull oder nicht zu belegen, weil diese
Werte auch nicht in die Berechnung eingehen. Féiradderen Felder sind sinnféllige Werte
zu benutzen, weil ansonsten die eingegebenen Forgwl zu unsachlichen Ergebnissen
fuhren werden.

Das Feld ,B15" ist gelb unterlegt. In diesem Fedtigine Formel zur Berechnung der Zeit t
eingefugt, zu der der Empfanger gerade den kimédistand zum Sender hat (siehe Anl. 1).
Das ist der Zeitpunkt, bei dem die Verbindungsli@ender-Empfanger gerade senkrecht auf
die Bewegungsrichtung des Empfangers schaut. DHe ger Zeitpunkt sein, an welchem
nach den obigen Gleichungen GIl.12 und Gl. 3 dezDBull werden sollte.

Die Feldergruppe ,D14:G15" enthalt HilfsgroRen, dier Darstellung von Linien im
Diagramm (siehe Bild 3) bendtigt werden.

A B C D E F G H
17 |te Nennen hl h2 cos) Nenner tS dfdte
18 0 -80 -0,25| 0,08429 0,98672 300,846 -0,26591
19 | 0,021 -79,16| -0,25265 0,08456 0,98635 300,719 -0,26323 1,12766

Tabelle 2: Berechnungsbereich fur den DE

In den Berechnungsbereich sind die folgenden Feormeihzutragen und nach der
gewulnschten Grol3e des Bereichs nach unten zu kapier

Spalte A Die LaufgroReg
- In Zeile 18 wird eine null eingetragen. Eine and2eit dort einzutragen, bedeutete,
dass der betrachtete Prozess in einem andereerf&téf gezeichnet wirde.
- Abder Zeile 19 ist die Formel ,=A18+$B$14" einzagen. Damit wird der Prozess in
Schritten von ,B14*“ betrachtet.
Spalte B Zahler der Gleichung GlI. 19:
In Zeile 18 der Spalte B wird die Formel ,=$B$9+%EA18*COS($D$9/180*PI())"
eingeschrieben. Sie entspricht dem Zahler der ¢ésnd-ormel.
Spalte C Hilfsgrofie 1:
Die Formel ,=($C$9+$E$9*A18*SIN($D$9/180*PI()))/B1&ur Berechnung der Hilfsgroflie
h; ist entsprechend einzutragen.
Spalte D Hilfsgrol3e h:
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Analog gilt das fur die Formel ,=$E$10/$B$12*(SIN$10/180*PI())-C18*COS($D$10
/180*P1()))", die die HilfsgroR3e hbeschreibt.

Spalte E HilfsgroR3e h:

Die Hilfsgrof3e b stellt den Kosinus des Winkels dar, in welcherh sler Schall ausbreiten
muss, um nach einer Zeitspanggérade an der Stelle zu sein, an welcher der Hrgpfades
Schalls nach der Zeigtist. Die Formel dazu ist ,=WENN(ODER(D18<0;C18-Di13;(-
C18*D18-WURZEL(C18*C18-D18*D18+1))/(C18*C18+1);(-81D18+WURZEL(C18*
C18-D18*D18+1))/(C18*C18+1))".

Hier bedeutet die Wenn-Funktion in der Formel, daster bestimmten Bedingungen zu
entscheiden ist, ob der positive oder der negdtieet der Wurzel heranzuziehen ist.

Es sind aus mathematischer Sicht nicht alle Evéitdten abgefangen, weshalb auch oben die
Forderung nach sinnfalligen Eingaben erhoben wurde.

Spalte F Nenner:

Zur Berechnung des Nenners der Gleichung Gl. 19dist Formel: ,=$B$12*E18-
$E$10*COS($D$10/180*PI())“ heranzuziehen.

Spalte G Zeitspanneg

Bei Division von Zahler zu Nenner (,=B18/F18") dngisich die benannte Zeitspangeach
der Gleichung GlI. 19

Spalte H DE

Der DE ergibt sich nach der Gleichung GI. 11. Dadlid benutzte Formel lautet: ,=1+(G19-
G18)/(A19-A18)". Diese Formel ist in Zeile 19 zuhseiben, weil sie in der Zeile 18 zu
keinem numerischen Wert fuhren kann.

Damit ist die Tabelle aufgebaut und kann durch lgjeh eines Diagramms visualisiert
werden. Die griine horizontale Linie stellt den Uimigeinkt, wo der DE gerade nicht
existiert. Die grine Senkrechte Linie zeigt dent@eikt o, wo der Abstand Sender-
Empfanger minimal ist.

1,3
1,2

1[1 e —

1 4 ——
0,9 \\J;
0,8
0,7
0,6

Doppler-Effekt

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

Zeitspanne t; in s

Bild 3: Auswertung des DE mit den in Tabl eingegebaten

Quellenangabe: Sydow, R. Der akustische Doppler-Effekt, Dopplemedl anders Niederfinow (Deutschland) 06.07.2022
https://rolfswelt.de/physik/#mechanik-der-akustescoppler-effekt
Revision: 1.1.1.3 vom 16.07.2023

copyright ©: alle Rechte vorbehalten, 2022, Rolf Sydow



RolfsWelt.de RolfsWelt

aus Wissenschaft und Technik

Wissenschaft/Physik/

Anlagen
Anl. 1: kiirzeste Entfernung von Sender und Empfange

Ublicherweise wird in der Schulphysik von eineinfachen Fall der Erzeugung des DE
ausgegangen. Man denkt sich ein Koordinatensystdessen x-Achse parallel zur
Bahnschiene verlauft und lasst den Zug als Sendwess ePfeifsignals auf der Schiene
langfahren.

In dieser Anlage wird von einem allgemeinen Fallsgagangen, sodass keine
Vereinfachungen vorgenommen werden durfen.

-
L P(0,0)

Bild A1.1: Berechnung der kirzesten Entfernung ziver Sender und Empfanger

In Bild Al.1 sei der allgemeinste Fall zur Dialking des DE nachempfunden. Dabei ist
das Koordinatensystem so gelegt, dass der Send€oamdinatenursprung &= Ps verbleibt.
Der Empfanger starte seine geradlinige und unbesnigte Bewegung zum Zeitpunkp & 0
im Punkt R. Die Bewegung des Empfangers ist durch die rateelvisualisiert.

Die sich ergebende Frage ist, zu welchem Zekptibefindet sich der Empfanger in dem
Punkt, der dem FuR3punkt der blauen Verbindungsénispricht. Die blaue Verbindungslinie
ist das Lot des Punktes Buf die rote Bewegungslinie des Empfangers.

Dass in diese Skizze (Bild Al.1) die Windrichturgjrien Eingang findet, ist insofern richtig,
da der Wind fir die Relativbeziehung zwischen Sendd Empfanger keine Rolle spielt.

Aufstellend der Vektorgleichungen:
Die Gleichung des Empfangers als Funktion der Z€ite Linie) ist:

X X Ccos
(C5) = () + vt ( _ (‘pE)) Gl AL1
YE YEo sin(@g)
Die Gleichung des Lots (blaue Linie) ergibt sicimdaus der Skizze (Bild A.1.1):
X —sin
() =0+ u( (‘pE)) Gl. AL2
YL 0 cos(¥g)
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Der FuRpunkt des Lots ergibt sich aus der Gleiclset dieser beiden Gleichungen Gl. Al1.1
und GI. Al1.2 und aufstellen des folgenden Gleiclsgggtems:

Xgo + Vgtg cos(@g) = —usin(@g) Gl. A1.3

Veo + Vetg sin(@g) = pcos(@g) Gl. A14

Die Auflésung erfolgt im ersten Schritt durch Extiian des u aus Gleichung GI. A1.3:

_ _ XBo+VEtE cOs(QE)
n= —— Gl. A1.5
Dieses [ ist nun in Gleichung GL. A.4 einzusetzen:
. t (¢E)
Yo + Vete sin(@g) = —cos(g) T ER =IO Gl. AL6

Die Umstellung nach der gesuchten Zegtfolgt in 3 Schritten:

cos(QE) [cosz(tps) . ]
————=Xgg = —Vgtg [——+sin Gl. A1.7
YEo sin(og) “EO E'E [ Sintop) (¢£)
cos(QE)
1 YEotg oo XEO
tE =~ v Gl. AL.8
g €os?(@g) | .
SIn(eR) +sin(@g)
1 .
tg = _;(YEOSIH((PE) + XgoCos(QE)) Gl. A1.9
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