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abstrakt: die folgenden Ausfihrungen ergeben nidietses. Es handelt sich um
eine Systematisierung und Wiederholung des Schfslsto

Hilfreich zum Verstehen wissenschaftlicher Artikle, sich auf Prozesse unter
Verwendung der Exponentialfunktion beziehen, esOdirstellung der Termini.
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Allgemein

In der Physik wird die Exponentialverteilungvierschiedenen Bereichen genutzt. Mit der
Modellierung eines Prozesses als Exponentialvartgilist es mdglich, solche Prozesse
mathematisch zu beschreiben. Insbesondere siatistifProzesse brauchen derartige
mathematische Beschreibungen, um sie rechentethiaiseen zu kdnnen.

Gerade Zerfallsprozessen wird der Verlauf einerdbentialverteilung zugeordnet. Solche
Begriffe, wie Halbwertzeit, Lebenszeit, Erwartungstvusw. werden zur Beschreibung des
Prozesses immer wieder verwendet.

Da in der Literatur bei der Beschreibung dieserzBsee verschiedene Parameter der
Verteilung verwendet werden, sollen diese Paranieerentwickelt und ihre Abhangigkeiten
aufgezeigt werden.

Die Gleichung der Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung gehorcht der mathescaen Funktion ,Exponentialfunktion’.
f(t) = ae Pt Gl.1
Ihr Graph ist im Bild 1 dargestellt:

1,2
c 1
o
<028
2 \\‘
S 06
c
2 \
s 04 \
o
x
- 0’2 \
O T T T 1
0 1 2 3 4
Zeitachse

Bild 1: die Exponentialfunktion fiir t > 0

Als Verteilung ist sie nur fur t > 0 definiert (vdiGéh] S. 100). Werte fur den negativen Teil
des Definitionsbereiches sind bei der Verteilurchhvon Interesse.

Das Zerfallsgesetz (sowohl im Nuklearbereich alshaoeim Teilchenzerfall) fihrt auf diese
Funktion:

N(t) = Ny e ™t ([Jsh]) Gl. 1la

Die Herleitung der Funktion aus einem Zerfallspsszist in [Jsh] nachzulesen. Dabei werden
beispielsweise NMyonen in einem Zerfallsversuch betrachtet. Deffalsprozess habe den
charakteristischen Verlauf einer Exponentialkurvie dem Koeffizienten im Exponenten.-
Dieser Zerfallskoeffizient ist in 1/s anzugeben.
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Damit stellt die Kurve im Bild 1 die Anzahl der roaicht zerfallenen Teilchen zum
Zeitpunkt t dar.

In Abstraktion vom physikalischen Prozess wird @leichung Gl 1a in eine allgemeine Form
umgeschrieben:

f(t) = Ae Xt ([Ish]) Gl. 1b

Mit dieser Form der Funktion wird im Folgenden \eeifearbeitet.

Schnittpunkt mit der Ordinaten

Der Schnittpunkt mit der y-Achse wird gefundeenn man den Wert an der Stelle t = 0
sucht.
Dazu wird im Folgenden die Gleichung GI. 1b weitetersucht.
ft=0)=A Gl. 2
A ist also die Ausgangsanzahl einer betrachteteredallenden Menge zum Zeitpunkt t = O.
Sie stellt einen Normierungsfaktor dar, mit denihgie Verteilung auf 1 beziehen liel3e
(siehe Bild 1).

Flache unter der Kurve
Die Flache unter einer Kurve wird durch Intégma der Kurve gefunden:

F() = A f;* et Gl. 3

F(t) = —%e‘ktﬁi Gl. 4

F() ==(1—e™) firt =0undi=t Gl. 4a

Die Gesamtflache unter Kurve in den Grenzen vois Qbendlich ergibt sich dann zu:
F(t) = —%e‘kt|8° =§ Gl.5

Sie ist die Gesamtlebenszeit aller Teilchen. Maatlestsich vor, dass die Kurve f(t) eine
Darstellung der zu einem Zeitpunkt t existierendalso noch nicht zerfallenen) Teilchen
darstellt. Dann fuhrt die Summe aller existierendefichen Uber die Gesamtzeit von 0 bis
unendlich zur Gesamtlebenszeit aller Teilchen. $astidie die Flache unter der Kurve
gerade die Summe aller Lebenszeiten flr alle Terich

Mittel- oder Erwartungswert der Verteilung
Hier sei zuerst definiert, was der Mittelwanex Verteilung sein soll.
,die mittlere Lebensdauer eines Systems ist derteliert der Zeitspanne von
Beanspruchungsbeginn bis zum Ausfall
- man bezeichnet die mittlere Lebensdauer als Mi#gdlozw. Erwartungswert von T*

([-KOC]) - - - -
- dieser Erwartungswert ist wie folgt definiert:
JE(T) = [ xf(dx “  ([Koc]) Gl. 6
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Fur die betrachtete Funktion f(t) (also nicht isondern in t) nach Gl. 1b folgt dann:
E() = [tf(hdt  bzw. Gl. 7

E() =A[ te*dt t=-% = dt=—_du

Bei Substitution von -kt durch u folgt

o u du A oo
E(t) = AfO _—ke“_—k = k_2f0 uetdu
Wegen[ ue*du = (u — 1)e* + C (siehgUnk]) folgt

A 0

E(t) = = (u— 1)ev|;
Die Ricksubstitution von u zu t ergibt dann:

A —kt|oo
E(t) = — (kt + 1)e™™(5
Es folgt nach Einsetzen der Grenzen:

A
E(t) = — 5 [(00 + 0) — 1]
Weist man nun noch nach, dass die e-Funktion wiksdesthneller gegen 0 strebt, als es die
lineare Funktion gegen unendlich schafft, kann mr@@ndlich mal null in der letzten
Gleichung mit null annehmen. Daraus folgt der Etwragswert zu:
E() = Gl. 8
Nimmt man die o. g. Definition, dass die mittlerebensdauer dem Erwartungswert der
Zerfallskurve entspricht, so fuhrt dieses Ergel(@& 8) zu falschen Schlussfolgerungen.
Wahrend der Zerfallskoeffizient k in pro Sekundezwageben ist, muss die Anfangs-
Teilchenzahl A in Stick angegeben werden. Damitbeigch flir den Erwartungswert eine
Einheit in Stick mal Quadratsekunden. Diese Mal&inist nicht mit einer Zeit-GrofRe
kompatibel.

mittlere Lebenszeit oder -dauer

Wenn im vorangegangenen Unterpunkt der Erwgdwert zu falschen Ergebnissen fihrt,
ist der Ansatz fur die Ermittlung der mittleren legiszeit also ein anderer. In ([Kar] S. 10)
wird der folgende und fir richtig einzuschéatzendes#tz angegebene mit:

Lebenszeit aller Teilchen,
T Anzahl der Teilchen ([Kar] S. 10) Gl 9

Wie oben beschrieben ist die Gesamtlebenszeit ak#ichen mit der Gleichung GIl. 5
gegeben. Die Anzahl aller betrachteten TeilcheA.ist

Insofern gestaltet sich die Berechnung der mittidrebenszeit einfach:

t=(A/k)/A=1/k Gl. 10

Damit zeigt sich, dass die Annahme, die mittleredresdauer der Myonen sei der reziproke
Wert des Zerfallskoeffizienten, stimmt.

Betrachtet man die Anzahl der Teilchen, die nochzuir mittleren Lebensdauer Ubrig sind,
muss der Wert der mittleren Lebensdauer mitttir die Gleichung GI. 1 eingesetzt werden.
Da nun der Wert fur die Mittlere Lebensdauer mieiGhung Gl. 10 bekannt ist folgt aus

Gleichung Gl. 1b:

f(t) = Ae kKt = Ae™? Gl. 1c

Drickt man den Funktionswert f(t) als die Anzahti&f Gberlebenden Teilchen in Prozent der
Anfangsteilchen A aus, ergibt sich:
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N(tj\l/k) 100 % = 100e~! = 36,79% Gl. 1d

Flachengleichheit

Gesucht ist die Stelle der Verteilung, wo diache unter der Kurve bis zu dieser Stelle
gleich der Flache unter der Kurve ab dieser Sistie
Die Flache unter der Kurve ist gegeben durch GleighGl. 4

_ _A ket

F(t) - _Ee |ti Gl. 4
Die gesuchte Aufgabe erfordert den Ansatz:
FO<t<tm)=F(tm<t< ) Gl. 11
Es folgt:

A _ktitm _— A _ktjo
_;e ktIO — —;e ktltm Gl 12
e Kt m = e7kt|2 Gl. 13
e Ktm — 1 =0 — e Ktm Gl. 14
Durch Umstellen folgt dann:
2e Ktm =1
—kt,, = ln% bzw.
ty = Gl. 15

Halbwertzeit

Die Halbwertzeit ist dadurch gekennzeichnessdader Wert der Funktion um oder auf die
Halfte sinkt:

ft=0)=A Gl. 16
f(t = tywy) = Ae Ktuwz Gl. 17
Es qilt der Ansatz:

f(t = tgwz) = 0,5f(t = 0) Gl. 18

Ae~Ktiwz = (,5A
e Kthwz = ( 5

1
_ktHWZ = 11’15
In2
tHWZ = nT Gl 19

Hiermit wéare wegen der Gleichheit von Gl. 19 und. Gb bewiesen, dass mit der
Halbwertzeit auch die Flachenhalfte erreicht ist.

Zerfallsprodukte
Einen Gesichtspunkt gibt es noch zu betrachten,nwean die Exponentialfunktion als
Modell der Lebenszeit beim Zerfallsprozess vonchah heranzieht.
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Hat man eine vorgegebene Anzahl A von betracht&ieitchen, die zu Beginn des
Zerfallsprozesses vorhanden sein sollen, stelitdie Frage nach den zerfallenen Teilchen.
Nach Gleichung Gl. 1 ist die Funktion der zum Zeitkt t noch existierenden Teilchen nach
der Exponentialverteilung zu bestimmen:

f(t) = Ae Kt Gl. 1b

Es ist festzustellen, dass die zu einem Zekpbereits zerfallenen Teilchen sich aus der
Differenz der Gesamtzahl A minus der noch existidem Teilchen ist.
f,(0=A(1-ek) Gl. 20
Interessant ist festzustellen, dass zwingend dim@mdéan zerfallenden Teilchen von der
Anzahl der existierenden abzuziehen ist und deaAhder zerfallenen zuzuschlagen ist:

—f'(t) = ',(t) Gl. 21
Das ist durch Ableitung der Gleichungen GI. 1b &1d20 nachzuvollziehen:

f'(t) = —kAe ™™ Gl. 22
f,(t) = kA ekt Gl. 23

Der daraus zu ziehende Schluss ist, dass esldreKontrolle von Zerfallsprozessen
unerheblich ist, ob man die noch existierendeméktve die zerfallenen) Teilchen z&ahlt oder
ob man die in einem Zeitraum zerfallenden Teilched damit die Anderung der Teilchen
zahlt. Dadurch, dass sich die mittlere Lebenszessehliel3lich von dem Exponenten k (siehe
Gl. 10) ableitet und dieser Exponent in allen Bgttangen derselbe ist, fihren alle Versuche
bezuglich der Lebenszeit der Teilchen zum selbgelitis.
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