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abstrakt: Wie oft findet sich in der Literatur (lmssonderefriheren

Veréffentlichungen)der Hinweis auf GroRRen ersteweirer und héherer
Ordnung. Solche Hinweise frappieren den ungeubtesel insbesondere,
da der Begriff der ,Ordnung’ von einem Polynom beka ist, die

betrachtete Funktion aber kein Polynom ist.

Deshalb ist hier gezeigt, wie man aus bestimmteic@ingen ein Polynom
generieren kann. Hat madann die betreffende Gleichung in ein solches
umgewandelt, sind dann die Ausdricke der gewlnscl@ednung
verstandlich.
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Allgemeines

Wie oft ist bei Herleitungen in der Physik zu lesdass man vereinfachen, runden oder
vernachlassigen kann. Man sieht auch immer wiedss in solchen Herleitungen

gedankliche Spriinge sind, die vom allgemeingel®ldetDurchschnittsbirger nicht

nachvollzogen werden kdnnen.

Wenn beispielsweise die Wurz¢ll + x wie durch ein Fingerschnipsen zu dem Polynom
(1 +x / 2) verwandelt wird, schaltet dieser brave Leser alct® Gedankenspringe sind fir
ihn nicht nachvollziehbar. Sie entbehren fir ihnldgischen Verbindung.

Vollkommen unverstandlich sollte es ihm erscheineann von Grol3en erster oder zweiter
(respektive n-ter) Ordnung gesprochen wird. EinkEhs Ausdrucksweise impliziert dem

Leser, dass es wohl diese physikalische Gré3eliabige vielen Ordnungen gibt und nur die

GrofR3e einer bestimmten Ordnung aus der Menge d&rezenden ausgewahlt wird.

In der Physik hingegen ist es Gang und Gébe, nrdrtigen Vereinfachungen zu rechen.
Interessanter Weise ergeben sich bei diesen Vaminhgen Zusammenhéange, die uns schon
und bekannt vorkommen.

Hier soll in aller Kiirze untersucht werden, mit eredr Berechtigung diese Vereinfachungen
ihren Eingang in die wissenschaftliche Rechnundeim

Die taylorsche Formel(siehe [Goh1] S. 54)

Die einfachste Funktion in der Mathematik scheimthivdas Polynom zu sein. Es besticht
durch seine einfache Form und dem damit verbundekgbau. Auch sind bestimmte

mathematische Verfahren (hier die Differentiaticgipfach auf Polynome anzuwenden.
Polynome sind dazu eindeutige Funktionen und imdetten Definitionsbereich definiert.

Mit Polynomen kann man im Diagramm so ziemlich jeitedeutige Kurve nachempfinden.
Es kommt dabei nur darauf an, wie viele GliederegifPolynoms man bendétigt, um die
gewilnschte Kurve darzustellen.

Hier ist der Grundgedanke der Taylor-Reihen-Entlicl: ,fur Funktionen, die in einer
Umgebung der Entwicklungsstelle definiert und Wmgeoft stetig differenzierbar sind”
([Goh1] S. 60), sind diese Funktionen durch einyRon ersetzbar. Die taylorsche Formel
stellt das Instrument dar, mithilfe dessen manRi@gnom an der Entwicklungsstelle an die
zu ersetzende Funktion anpassen kann.

Die Herleitung der Taylor-Reihe ist sehr schnelkzejgt (mathematisch tiefergreifende
Herleitungen sind der Fachliteratur zu entnehmen).
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Ein Polynom n-ten Grades gentigt der Form:

y =f(x) = ZiLoaix’ Gl. 1
Betrachtet man dieses Polynom an der Entwickluetiss, ist es in der Form:
y=f(x) =2XLoaix— Xo)! Gl. 2

darzustellen.

Ein solches Polynom ist n mal differenzierbar. Usrza differenzieren (abzuleiten) sind drei
Regeln zu kennen:

- Summen sind Summand fir Summand zu differenzieren
- Summanden, die konstant sind, ergeben null, wendiBerenziert werden
- Die Ausfuhrung der Differentiation eines Summandentigt der Gleichung

fs(x) = w =iaj(x—x)"t (i=1;2;3;..) Gl. 3

Vollzieht man die Differentiation eines allgemeinalynoms an der Entwicklungsstellg x
ergibt sich folgendes Bild:

Ausgangspolynom:

f(x) =ag(x—x0)° +a;(x —xg)t + a,(x — x¢)? + a3(x — %)% + a,(x — x0)* ...

Die Ableitungen:

f'(x) = 0+ 1la;(x — x0)°? + 2a,(x — x¢)* + 3a3(x — x¢)? + 4a,(x — x4)3 ...

f'(x) =0+ 0 + 2a,(x — x)° + 6a3(x — x¢)* + 12a,(x — x()? ...

f(x) =0+ 0+ 0 + 6a3(x — x0)% + 24a,(x — xo)?! ...

f"(x) =0+ 0+ 0+ 0 + 24a,(x — x)° ... Gl. 4

Bei dieser Differentiation ist zu beachten, dassTEm (x — x,)° durch die Potenz 0 per
Definition zu 1 wird. Damit wird der Summand, delese Potenz beinhaltet, zu einer
Konstanten und verschwindet wegen der 2. Rege) (seoder Differentiation.

Die Entwicklungsstelle xwird als solche bezeichnet, weil bei der Annahrae ¥ = % das
Polynom den Wertgannimmt und damit an dieser Stelle mit der zu nsntghenden Funktion
Ubereinstimmt. Die weiteren Betrachtungen beziebieh also auf die Umgebung dieser
Stelle der Funktion. Setzt man den Weyti x ein, ergeben sich die Ableitungen zu:

f0=0(x =x,) = 1a, = ila,
fi=D(x =x,) = 1a; = ila;
f0=2)(x = x,) = 2a, = ila,
f0=3(x = x,) = 6a; = ilas

f0=H(x = x,) = 24a, = ila,

Der mathematische Hintergrund besteht hier in definionen von 8=1 und 6~°=0, sodass
nur das mit der Potenz 0 behaftete Glied (SummaesPolynoms erhalten bleibt.

Jetzt setzt man diese gefundenen Ableitungen riaeimebestimmten Schema zusammen:
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f(x) = &ﬁﬂ%xz&ﬂ*&—xﬁi Gl 5

Fuhrt man diese Operation aus, erhalt man geragl®algnom, von welchem man anféanglich
ausgegangen war:

f(x) = ap(x —x0)° +a;(x —xg)t + a,(x — x¢)? + a3(x — X)3 + a,(x — x0)* ...

Die stechende Logik bei dieser Rechnerei ist nerfalgende:

Wenn man die Ableitungen einer Funktion hat undl@nEntwicklungsstelle berechnet, lasst
sich nach dem Entwicklungsschema (Gl. 5) ein Patyeatwickeln. Dabei ist es unerheblich,
ob die Ableitungen von einem Polynom stammen oaer @ner anderen, differenzierbaren
Funktion ermittelt wurden.

Ein Spezialfall dieser Betrachtung ist der Falldam % = 0 ist. In diesem Fall spricht man
von der mac-laurinschen Reihe ([G6h1] S. 60).

f(x) = Bio - fO(x = 0) x x! Gl.6
Dieser einfachere Fall der taylorschen Formel wetlr oft stillschweigend angewendet, um
schwierige Formeln in die leichter zu berechner@delynome zu tberfihren.

ein erstes Beispiel

Es soll im Folgenden ein Beispiel gerechnet wer@a@.vorgesehene Formel sei:

f(x) =1 —(x—xp)? Gl 7
Es sind die entsprechenden Ableitungen vorzuberdiediesem Fall sollen die ersten beiden
Ableitungen genugen:

1
’ _ d(l—(x—xo)z)f — (x—x¢)
P = = ey Gl.8
" _ 1

Der nun folgende Aufbau einer Tabelle ist ledigliem Hilfsmittel und unterstitzt den
Entwicklungsprozess des Polynoms:

i it | f'(x=xg) f'(x=xg)/i! (X = Xo)' f' (x=xo)/i’*(x = X o)’
0 1 |1 1 xx%)°=1 |1

1 1 |0 0 (x-%)" 0

2 2 | -1 -1/2 (X-Xo)° -0,5(X-%0)°

Tab. 1: Hilfstabelle zur Berechnung einer TaylolitReerstes Beispiel

Damit ergibt sich die Taylor-Funktion als die Sumdes berechneten Summanden der letzten
Spalte aus der Tabelle Tab. 1 entsprechend decNaitshach Gl. 5:

2
f(x) ~ 1 — E20 Gl. 10
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ein zweites Beispiel

Fur die zweite Rechnung sei die folgende Formedmggzogen:

f(x) = arcsin(x) + V1 — x? Gl. 11

Diese Formel scheint vorerst ohne jeglichen phyisiglaen Bezug zu sein. Augenscheinlich
ist sie aber ungewdhnlich und schwer zu erfassesh8lb soll sie Mittels Taylor-Reihe in ein
Polynom umgewandelt werden. Die Entwicklungsstedl % = 0. Also werden die
entsprechenden Ableitungen gebildet:

1 2X 1-x 1-Xx
F'(x) = Vi-xz  2vix®2  Vi-x2 4| 1+x 2 G
VIFX  VI=X
() = Bt T _ 1 N - 1[fERF a0 T
1+x T2 V1-xvV1+x 1/(1+x)3 V1-x(1+x)2
1 _ 1 (1+x)+(1—-x) _ _ 1
/(%) = — VI Fx 22 on) —— Gl. 13
3
(1+x)2 3
—\/1 xvV1+x _
f’”(X) _ _2Vix . — 1 =+ :i = = 132X 3 Gl. 14
(1-x)(1+x) 2(1-%2(14%)2  2(1-x)Z(14+x)Z  (1-x)2(1+x)2
Es lasst sich nun die erforderliche Tabelle anSielle % = 0O flllen:
i it | f'(x=xo) f'(Xx=xo)/i! (X = Xo)' f'(x=Xg)/i"™(X = X )’
0 1 |1 1 X=1 1
1 1 |1 1 X X
2 2 | -1 -1/2 NG -0,5%
3 6 |1 1/6 X 0,17X

Tab. 2: Hilfstabelle zur Berechnung einer Tayloiiteezweites Beispiel

Damit ergibt sich die o. g. Funktion f(x) in der dabung von x = 0 als das folgende
Polynom:
f(x) = 1 +x — 0,5x% +0,17% Gl. 15

Ware die Entwicklungsstelle eine andere, wirde Begebnis der Funktion auch anders

ausfallen. Die Werte fur die Ableitungen an derll8te = X, wirde andere Werte ergeben,

sodass sich ein vollig anderes Polynom ergibt. &iesdere Polynom héatte den Vorteil, dass
es an der Entwicklungsstelle den Fehler null zusgsungsgleichung aufweisen wirde.

Damit sei gezeigt, dass das Polynom bei dewi€kiung einer Funktion nach der
taylorschen Formel immer von der Stelle abhéngt,dan es entwickelt wird. In der
Umgebung dieser Stelle sollte das Polynom die Fonktm genauesten beschreiben.

Quellenangabt: Sydow, R. Die Grof3en n-ter Ordnung, wie man @ilyf®om herstellt Niederfinow (Deutschland)
02.06.2022 6
https://rolfswelt.de/mathematik/#reihen-taylor-reih

Revision: 1.3.1.2 vom 18.02.2025

copyright ©: alle Rechte vorbehalten, 2022, Rolf Sydow



RolfsWelt.de RolfsWelt

aus Wissenschaft und Technik

Wissenschaft/Mathematik

Dieses Beispiel zeigt, so man denn das PolynorDappler-Effekt interpretieren wollte, dass
die Ableitungen einer Ausgangsfunktion (Gl. 11)hren Ableitungen sowohl den Doppler-
Effekt 1. Ordnung, als auch der 2. Ordnung entldigeklart bleibt dabei die Frage, welche
Bedeutung diese Gleichung fur den Doppler-Effekt bad wie sie physikalisch zu
interpretieren ist. Weiter steht natirlich die Fragn Raum, welche Bedeutung der 3.
Ordnung dieser Funktion zukommt?

Damit wird angedeutet, dass die Ausdrucksweise Riggpler-Effektes in verschiedenen
Ordnungen kontraproduktiv ist. Das begriindet sidbésondere darin, dass dem Doppler-
Effekt 1. Ordnung keine zeitverandernde Bedeuturigpmmt, wahrend dem der 2. Ordnung
eine Zeitdilatation angedichtet wird.

ein drittes Beispiel

Es soll im Folgenden ein Beispiel gerechnet wer@s@.vorgesehene Formel sei:

fx) =1//1 - (x—x)? Gl. 16
Es sind die entsprechenden Ableitungen vorzuberditediesem Fall sollen die ersten beiden
Ableitungen genugen:

Fo = 202000 ()1 - (= x)D) 2 Gl. 17
£ (%) = (1 = (x = %0)2) 7 + 3(x = x0)2(1 — (x — x0)?) 3 Gl. 18

Der nun folgende Aufbau einer Tabelle ist ledigliem Hilfsmittel und unterstitzt den
Entwicklungsprozess des Polynoms:

i it | f'(x=xg) f'(x=xg)/i! (X = Xo)' f' (x=xo)/i’*(x = X o)’
0 1 |1 1 xx)°=1 |1

1 1 |0 0 (x-%)" 0

2 2 |1 1/2 (X-Xo)° 0,5(X-0)°

Tab. 3: Hilfstabelle zur Berechnung einer Tayloiiteedrittes Beispiel

Damit ergibt sich die Taylor-Funktion als die Sumdes berechneten Summanden der letzten
Spalte aus der Tabelle Tab. 1 entsprechend dechigitshach Gl. 16:

00 ~ 1+ &0 Gl. 19

ein viertes Beispiel

Es soll im Folgenden ein Beispiel gerechnet wer@a@.vorgesehene Formel sei:

f(x) = (x—%¢) /1 — (x—x()? Gl. 20
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Es sind die entsprechenden Ableitungen vorzuberditediesem Fall sollen die ersten beiden
Ableitungen genugen:

F/(x) = (1 — (x — x0)%) % + (x — X0)2(1 — (x — x0)?) 2
=(1- (X_Xo)z)_% Gl. 21
(%) = 3(x — x0) (1 — (x — x0)2) "2 Gl. 22

Der nun folgende Aufbau einer Tabelle ist ledigliem Hilfsmittel und unterstitzt den
Entwicklungsprozess des Polynoms:

i it | f'(x=xg) f'(x=xg)/i! (X = Xo)' f' (x=xo)/i’*(x = X )’
0 1 |0 0 x%)°=1 |0

1 1 |1 1 (x-%)" X-Xo

2 2 |0 0 (X-Xo)* 0

Tab. 3: Hilfstabelle zur Berechnung einer Tayloliteedrittes Beispiel

Damit ergibt sich die Taylor-Funktion als die Sumdes berechneten Summanden der letzten
Spalte aus der Tabelle Tab. 1 entsprechend dechuitshach Gl. 20:
f(x) = (x — xg) Gl. 23

Anwendung der taylorschen Formel in der RT

Wie dem aufmerksamen Leser aufgefallen ist, sindeim Gleichungen der Ableitungen (Gl.
4) immer drei Punkte am Ende, die darstellen spllass ein Polynom noch mehr Glieder
haben kann. Insbesondere bei der Aufbereitung andearnktionen, die definitionsgemal
(s.0.) beliebig oft differenzierbar sein sollert,davon auszugehen, dass man wesentlich mehr
Glieder erzeugen kann, um daraus ein Polynom zergeen.

Hier setzt der Physiker an, um zu vereinfachenvémachlassigt die Glieder ab einem
bestimmten Grad des Polynoms mit der Begriindurgs sie@ sehr klein waren.

Wenn der betrachtete Wert x eine Funktion von vistcmag das im Bereich der gangigen
Praxis richtig sein. Wegen der sehr hohen Lichtgesadigkeit wird der Quotient v / ¢
sicherlich klein sein. Potenziert man diesen Wagt, jedenfalls kleiner 1 sein muss, ergeben
sich noch kleinere Werte, die berechtigter Weisaaghlassigbar sein durften.

Es ergibt sich aber ein Problem, wenn man Prozsssachtet, in denen die Geschwindigkeit
v eben nicht klein gegen die Lichtgeschwindigkagtc Das konnen Prozesse im Speicherring
oder auch Prozesse schneller Teilchen sein. Damhdie Vernachlassigung der Summanden
hoheren Grades zu Fehlern, die nicht mehr vernssigldar sind.
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Hier besteht eine Gefahr in der Anwendung des Veefas der Taylor-Entwicklung im
Bereich der Relativitatstheorie. Dem ist nur zugeghen, indem man die mangelnde
Gleichwertigkeit derart gefundener Polynome dokumeen Derartige Zusammenhange
durfen nicht bedingungslos mit einem Gleichheitszen versehen werden.
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